
 1 

УДК 519.54 

Об одной усовершенствованном методе по построению оптимальной 

квадратурной формулы в смысле Сарда 

А.К.Болтаев 

Международный университет Нордик,  

Узбекистан, 100043, Ташкент, ул. Бунёдкор, 8/2. 

e-mail: a.boltayev@nordicuniversity.org 

Аннотация 
Ушбу ишда Сард маъносида оптимал бир квадратур формуланинг коэффициентлари 

топилган. 

In this paper the coefficients of one optimal quadrature formula in the sense of Sard are 

found 

 

Как известно, приближенное вычисление определенных интегралов с 

возможно большой точностью является одной из актуальных задач 

вычислительной математики. Это связано с тем, что большинство задач 

науки и техники приводятся к интегральным или дифференциальным 

уравнениям, а их решения выражаются с помощью определенных 

интегралов, которые во многих случаях невозможно вычислить точно [1-4].  

В связи с этим рассмотрим следующую квадратурную формулу: 
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где соответственно, C  и x  называются коэффициентами и узлами 

квадратурной формулы (1), ( )x  является элементом гильбертова 

пространства 3

2 (0,1)
P

W . Норма функций из пространства 3

2 (0,1)
P

W  определяется 

следующим образом:  
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Разность между интегралом и квадратурной суммой, т.е. 
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называется погрешностью квадратурной формулы (1), и этой разности 

соответствует функционал погрешности ( )x , который имеет вид: 
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Здесь [0,1]( )x - характеристическая функция отрезка [0,1] , а ( )x - дельта 

функция Дирака. 

Задача построения оптимальных квадратурных формул в пространстве 
3

2 (0,1)
P

W - это вычисление следующей величины:  
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где 3

2 (0,1)
P

W
 - сопряженное пространство к пространству 3

2 (0,1)
P

W .  

Эта задача состоит из двух частей: сначала мы должны вычислить 

норму 3*

2 (0,1)
P

W  функционала погрешности  в пространстве 3*

2 (0,1)
P

W , а 

потом минимизировать его по коэффициентам C  и узлам x .  

Теперь мы занимаемся решением первой части этой задачи, т.е. 

вычислением нормы 3*

2 (0,1)
P

W  функционала погрешности . Для этого мы 

пользуемся понятием экстремальной функции функционала погрешности , 

введенным С.Л.Соболевым [5,6]. 

 Функция  , для которой выполняется равенство 

  ,   ,                                                            (5) 

называется экстремальной функцией функционала погрешности .Так как 

пространство 2 (0,1)mP
W  является гильбертовым, то по теореме Рисса  об общем 

виде линейного функционала (см. [7]) существует единственная функция 

2( ) (0,1)mP
x W   для которой  

  , ,                                              (6) 

 и  , где ,   - скалярное произведение двух функций ( )x и ( )x  из 

пространства 3

2 (0,1)
P

W . Напомним, что скалярное произведение ,    

определяется следующим образом  
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В частности, из (6) при ( ) ( )x x   имеем  
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Отсюда видно, что решение   уравнения (6) удовлетворяет уравнению (5) 

и является экстремальной функцией. Таким образом, для того чтобы 

вычислить норму формула погрешности , сперва надо решить уравнение 

(6), т.е. найти экстремальную функцию  , а потом вычислить скалярное 

произведение 
2

( , )  . 

Займемся решением уравнения (6). Интегрируя по частям правую часть 

уравнения (6), имеем 
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Отсюда, учитывая единственность функции ( )x , получаем уравнение 
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с краевыми условиями  
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 В работе [8] для решения уравнения (8) с краевыми условиями (9)-(11) 

доказана следующая 

 Теорема 1. Решение уравнения (8) с краевыми условиями (9)-(11) 

является экстремальной  функцией   функционала погрешности  

квадратурной формулы (1) и имеет вид: 
3 3( ) ( 1) ( ) ( ) ( ) ( 1) ( ) ( ) ( )x x G x Y x y G x y dy Y x          

где 
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Кроме того, функционал погрешности (2), как показано в [8], 

удовлетворяет следующим условиям 
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Как было сказано выше, для того чтобы вычислить квадрат нормы 
2
 

функционала погрешности, нам достаточно вычислить скалярное 

произведение  ,  с  учетом условий (12).     

Таким образом, 
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 Пусть x  узлы квадратурной формулы (1) фиксированы. Функционал 

погрешности (3) удовлетворяет условиям (12). Норма функционала 

погрешности  является многомерной функцией коэффициентов , 0,C N   . 

Для нахождения точку условного минимума квадрата нормы функционала 

погрешности (3) при условиях (12) применяем метод неопределенных 

множителей Лагранжа. 

Рассмотрим вспомогательную функцию: 
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 Приравнивая к нулю частные производные от  0 1 1 2 3, ,..., , , ,NC C C d d d  по 

, 0,C N     и по d1, d2 и d3, получим линейную систему 
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где G(x) – приведен в теореме 1. Справедлива следующая     

Теорема 2. Коэффициенты оптимальных квадратурных формул в 

смысле Сарда вида (1) в пространстве 3

2 (0,1)
P

W  имеют вид: 
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где m1, m2, n1 ва n2 известны, 1 2,   приведены в [9],   
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